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УДК 66.086.4:622.778.3 

В. H. Тыртыгин, А. А. Денисковец, H.A. Политаева, 

И. Г. Шайхиев » 

ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИОННАЯ МОДЕЛЬ ЗАВИСИМОСТИ БЕЛИЗНЫ КАОЛИНА 

OT СОДЕРЖАНИЯ B HEM ОКСИДОВ ЖЕЛЕЗА И ТИТАНА 
Ключевые слова: каолин, магнитное обогащение, белизна, многомерная линейная регрессия. 

Построены линейные регрессионные зависимости белизны каолина от содержания в нем парамагнитных 
оксидов железа и титана по результатам мокрого магнитного обогащения каолинов Глуховецкого, 
Алексеевского и Чалгановского месторождений. 

Keywords: kaolin, magnetic separation, white, multivariate linear regression. 

A linear regression depending on the brightness of kaolin contained iron and titanium oxides as a result of the 
paramagnetic wet magnetic separation of kaolin Glukhovts, Alekseevsk and Chalganovsk fields. 

Обогащенный каолин широко используется как 
наполнитель при производстве бумаги, керамики, 
огнеупоров, цемента, в резинотехнической про-
мышленности и других отраслях экономики. Одним 
из экологически чистых и эффективных способов 
обогащения каолина является метод высокогради-
ентной магнитной сепарации (ВГМС). 

Построение и анализ многомерной регрессион-
ной модели белизны каолина от содержания в нем 
оксидов железа и титана на основе результатов маг-
нитного обогащения методом ВГМС каолинов Глу-
ховецкого (Украина), Алексеевского (Казахстан), 
Чалгановского (Россия) месторождений при исполь-
зовании его в качестве наполнителя для бумажной и 
керамической промышленности. 

Для решения поставленной задачи использова-
лись методы регрессионного анализа с применением 
пакета статистических программ табличного про-
цессора Excel (см., например, [1]). 

B таблице 1 приведены средние значения x и их 
стандартные ошибки s- , соответственно, по белиз-

не, содержанию оксида железа Fe2O3 и диоксида 
титана TiO2 (в %) по данным химического анализа 
необогащенных и обогащенных каолипов методом 
ВГМС Глуховецкого, Алексеевского и Чалгановско-
го месторождений [2]. B работах [3, 4] нами было 
показано, что различия между средними значениями 
результатов выше названных продуктов каолипов в 
необогащенном (исходном) и обогащенном методом 
ВГМС (немагнитном) являются существенными с 
уровнем значимостиа = 0,01.Там же были построе-
ны эмпирические линейные функции прогноза ре-
зультатов магнитного обогащения на основе резуль-
татов химического анализа по белизне и содержа-
нию оксидов в исходном продукте. Кроме того, в 
работе [4] с целью выбора «лучшего» уравнения 
регрессии, наиболее адекватной эмпирическим дан-
ным, были построены линейная и некоторые виды 
нелинейных моделей, а также аргументирован при-
оритет выбору линейной функции. 

Таблица 1 - Описательная статистика белизны каолинов, содержания Fe2O3H ТЮ2(в %) по результатам 
химических анализов продуктов обогащения каолинов (x + s^) 

Название 
месюрождения 

Количест-
во 

обработок 

белизна Fc2O3 TiO2 Название 
месюрождения 

Количест-
во 

обработок 
Исходное Немагнит-

ное 
Исходное Немагнит-

ное 
Исходное Немагнит-

ное 

Глухоиецкое 
однократ-
ная 

72,37 +1,04 75,72 ± 0,86 1,11 ± 0,077 0,80 + 0,049 1,01 ± 0,027 0,61±0,016 
Глухоиецкое 

двукратная 75,75 + 0,92 80,29 ± 0,65 0,87 + 0,058 0,63 ± 0,043 1,05 ± 0,036 0,62 + 0,034 

Алексеевское двукратная 78,62 ± 1,94 84,11 ± 1,38 0,94 ± 0,072 0,70 + 0,054 0,54 + 0,026 0,29 ± 0,026 

Чалгановское двукратная 73,60 ± 0,63 76,74 ± 0,32 0,91 + 0,015 0,77 ± 0,014 0,48 + 0,005 0,34 ± 0,006 

Поскольку белизна каолина зависит, в основ-
ном, от содержания в нем оксидов железа и титана, 
то построение и изучение множественной (в нашем 
случае двумерной) линейной регрессионной модели 
зависимости результативного признака У (белизны) 
от факторных признаков Xx (оксида железа) и X2 

(диоксида титана) является исследованием настоя-
щей работы. B этой связи с помощью статистиче-
ских программ табличного процессора Excel по эм-

пирическим данным химического анализа каолинов 
для всех выше названных месторождений были по-
строены линейные функции: 

Y = ct + bXx+cX2, (1) 

коэффициенты а, b, с которых, а также их стандарт-

ные ошибки sa, sh, sc, приведены в таблице 2. 
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Таблица 2 - Параметры регрессионных зависимостей (1) 

Название 
месторождения 

Количест-
во 

обработок 

a + sa Ь±ч с ± Sc Название 
месторождения 

Количест-
во 

обработок 
Исходное Пемагнит-

ное 
Исходное Немагнит-

ное 
Исходное Немагнит-

ное 

Глуховецкое 
однократ-
ная 

93,33 ± 4,16 * 82,22 ± 3,11 " -12,69± 1,34 * -14,80+1,49 * -6,68+ 3,82 *** 8,81 + 4,51 *** 
Глуховецкое 

двукратная 100,98 + 3,51 * 89,1812,23" -12,92 + 1,71 * -11,57 1 2,55 * -13.85 ± 2,91 " " -2,55 ± 3,06 **" 

Алексеевское двукратная 94,99 ±13,09 ** 96 ,38 l4 ,00* -20,30 ± 11,08 *" -6,59 ± 9,42 " 5,03 ± 31,92 " * -6,19 ± 19,75 *** 

Чалгановское двукратная — 89,29 ± 5,00 * — -14 ,191 5,27 " - —4,71 ± 11,98 *" 

'Значимы с уровнем значимости: а = 0,001 "Значимы суровнем значимости а = 0,01. " Нсзначимы 

Статистический анализ полученных результатов 
по значимости коэффициентов а, b, с множествен-
ных линейных регрессий (см. таблица 2) показал, 
что у всех построенных моделей коэффициент с яв-
ляется незначимым, что говорит о несущественном 
влиянии диоксида титана на белизну в исходном и 
немагнитном продукте. Это позволяет нам исклю-
чить из рассмотрения факторный признак X-, (ди-
оксид титана) в многомерной регрессии (1) и по-
строить одномерные линейные функции зависимо-

Таблица 3 - Параметры регрессионных зависимостей (2) 

сти результативного признака Y (белизны каолина) 
лишь от одного факторного признака X i (оксида 
железа): 

Y = p + q X, . (2) 

Коэффициенты p, q регрессии (2) и их стан-

дартные ошибки Sp, sq приведены в таблице 3. 

Название 
месторождения 

Количество 
обработок 

P ± sp q + Sg Название 
месторождения 

Количество 
обработок 

Исходное Немагнитное Исходное Немагнитное 

Глуховецкое 
однократная 86,53 + 1,77 87,77 + 1,32 -12,70 ± 1,48 -14,98 + 1.54 

Глуховецкое 
двукратная 85,98±3,15 87,94 ± 1,64 -12,34 ± 3,45 -12,0612,46 

Алексеевское двукратная 96,62 ± 7,21 95,76 ± 4,11 -19,16 + 7,57 -16 .73 l5 ,69 

Чалгановское двукратная - 88,08 ± 3,80 - -14,7114,92 

Отметим, что все построенные уравнения линей-
ных регрессионных зависимостей (1) и (2) по эмпи-
рическим данным наблюдений Глуховецкого, Алек-
сеевского и Чалгановского месторождений досто-
верны с уровнем значимости a = 0 , 0 0 1 , a = 0,01 и 
а = 0,05, соответственно. 

Исключая факторный признак X2 из двумерной 
регрессии (1) естественно возникает вопрос: суще-
ственно ли ухудшилось качество описания перемен-
ной Y . Чтобы ответить на него, необходимо прове-
рить нулевую гипотезу H0 о равенстве коэффициен-

2 2 

roB детерминацииЯ} двумерной (1) и ^ о д н о м е р -
ной (2)линейных регрессий, т.е. 

? 9 
H0 : Rf — Ro =О.Проверку гипотезы H0 проводили 
с помощью F - критерия Фишера. При этом гипо-
теза H0 отвергается, если выполняется неравенст-
во Fa > F(a, /, n - m - 1), где n - число наблюде-
ний, m - число коэффициентов многомерной рег-
рессии, / - число факторных перемен-
ных,исключаемых из многомерной 
сии, а - уровень значимости, 

_ R} - Rj n - m - 1 Fu = — Ti= наблюдаемое значение 
1 - R{ 1 

критерия, F(a, /, n - m -1) - табличное значение 

^ ' - критерия с числами степеней свободы к, = / и 

V1 = n - m - 1 . Вэтом случае исключение перемен-

ной X2 некорректно, ибо Щ значительно превыша-
л 

ет R^, а значит, общее качество уравнения (1) луч-
ше качества уравнения (2). B нашем случае для всех 
месторождений гипотеза H0 принимается при 
уровне значимости а = 0,01, в чем легко убедиться, 
сравнив расчетные значения FR критерия с таблич-
ными (см. таблицу 4). 

Тот факт, что модель (2) по качеству не хуже, 
чем модель (1), показывает близость значений 
функций регрессии. Например, вычислим значения 
результативного признака по средним значениям 
факторных признаков Xt = 0,87 и X2 = 1,05 исход-
ного продукта Глуховецкого месторождения (дву-
кратная обработка). B результате находим: 

Y = 100,98 -12 ,92 • 0,87 -13 ,85 • 1,05 = 75,20, 
Y = 85,98 -12 ,34 • 0,87 = 75,24. 

Как видно значения результативного призна-
ка Y (белизны) вычисленные соответственно по 
формулам (1) и (2), отличаются незначительно (все-
го лишь на 0,04). Это еще раз говорит о незначи-
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тельном влиянии факторного признака X2 (диокси-
да титана) ма результативный признак. Однако, этот 
факторный признак мы не можем не учитывать, ибо, 
как было замечено [5], при высоких температурах в 

печах обжига по производству керамики диоксид 
титана придает конечному изделию серый оттенок, 
что не всегда желательно. Поэтому целесообразнее 
пользоваться моделью (1). 

Таблица 4 - Значения коэффициентов детерминации R2
1 , R2

2 регрессионных моделей (1) и (2), соответствен-

но, и расчетные значения FR критерия Фишера 

Название 
месторождения 

Количество 
обработок 

tf2, ~"*22 " Fg Наблюдения, n Название 
месторождения 

Количество 
обработок Исх. Нем. Исх. Нем. Исх. Нем. Исх. Нем. 

Глуховецкое 
однократная 0,9118 0.7621 0.8810 0,7346 2,79 3,70 12 36 ~ 

Глуховецкое 
двукратная 0,9261 0,6028 0,8469 0,5858 5,35 0,64 9 19 

Алексеевское двукратная 0,5647 0,5236 0,5620 0.4398 0,02 1,58 7 13 
Чалгановское двукратная - 0,4351 - 0,4271 - 0.14 3 14 

B заключение отметим, что построенные регрес-
сионные зависимости (2) позволяют определить 
максимальный процент Xmax оксида железа по ми-
нимальному проценту белизны каолина Tmin. Так, 
например, по ГОС'Г 19285-73 для каолина марки 
КН-80 наименьшее значение Fmin = 79(%),следова-
тельно, в исходном продукте Глуховецкого место-
рождения при однократной обработке процент ок-
сида железа в продукте должен не превышать 

V = max 
P-Ym 8 6 , 5 3 - 7 9 

с| 12,7 

а при двукратной обработке - не более 

v- P - K m . 8 5 , 9 8 - 7 9 

0,60 (%), 

12,34 
0,57 (%). 
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